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HirokoMORIMOTO
'
. 写 て
Synopsis.WeshaUproposeamethodofapproximationoftheNayier.Stokesequations.
Westudythefollowinglinearequations:
吻(x,t)-Au(x,t)+(u(x,t－δ)・ク)u(x,t)-7P(x,りニ'(x,'り 会 『1
{、_。 。.:.
whereδisapositiveparameter.Theseequationshavesolutions吻(x,t),whichtendto
solutionsoftheNavier-Stokesequationsasδ→0.
§1.は じ め に"
9はRSの 有 界 な 領 域 で ,そ の 境 界 ∂9は 滑 ら か と す る 。'Ω を み た す 非 圧 縮 粘 性 流 体 の 運
動 を 記 述 す る,Navier-Stokes方程 式 は,次 の とお り で あ る。
(E。)
Ut(x,の一 「iu(x,の+(u(x,の・ク)u(x,の一7P(x,の=f(x,彦),κεΩ,t>0,
divu(x,の=0,
u(x,彦)=0,'
u(κ,0)=u。(x),
κEO,t>0,
'
κ ε∂9,t>0,
':
.:'κ ∈Ω,t=0,・
こ こ でX=(X・,X・,X3)εRS,U(X,t)≡(U・(X,t),U2(X,t),'is(be,t))'は流 体 の 速 度 を 表 す ベ ク ト
叱陶)は圧九・一誌 ・カー隈 無 畏)・㎞噸 園 ゆ 古
語iで 痴 文,外 力を表すべグ ・ルf(・,・),Ptma速度べ・ ・ンレ『Ue(碗与えら源 の
　 せ プ コ コ ロ ロ ヒ ノ ィ 　ロ 　 　 　 の マ コ　 オ
とす る。 この方程式 は非 線型項(μ'ク)μを含む,μ,♪.についての偏微分方程式であ る。 一、、
本稿で は,(u・ク)uを線型な項 でお きか えた次 の近似方程 式を考 え,.(E。)の解の存在 を示
そ う。δ>0と す る。
(E・)
u`(x,の－Au(x,の+(u(x,`一δ)▽)u(x,の一7P(x,彦)=∫(x,の,XE9,t>0,
'
ここでu・(x,のは既知 のベクパ ル値 関数 とす る。.・(E・)の第一式 にあ らわれ る:u(x,,tt,δ)
3-1
divu(x,の=0,
・(・,
,の 一 〇i・ ・
a(x,彦)=Uo(Xi彦),,
XES2,`'>0,
,...κ ε ∂2,t>0,
∵.。.:".Xd2,一 δ<彦 ≦0
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は,0<t≦ δの ときu。(x,t－δ)に等 し く,方 程式は,そ こでu(x,の につ いて線 型であ る
ことに注意 し よう。
§2.い ろいろの関 数空間
この節 では,以 下に必要 とな る関数空 間の定義を行 う。関数 はすべ て実数値を とる もの とす
る。
Lρ(9)(P≧1)は,Ω で定義 されp乗 可積分な関数全体 とす る。 これは
"fllL・(の一(∫。if(x)1・dx)・・p
を ノ ル ム と し てBanach空 間 を な す 。
Lρ(9)={f=(f,,f2,、ノ～);f`ε」乙P(Ω),1≦i≦3}
　
HfllL。(o)=(Σ1げ≧lltρ(o))1/ρ
i;1
とす る。 これ らはP=2の ときHilbert空間にな る。
H'(ρ)一{μ(Ω)・ 嘉 ・〃(Ω)・1≦i≦ ・}
H2(9)一{f・L2(9)・
∂二募、・政 ・Xl≦i'j≦ ・}
は,各 々
llル … 一(1げIlz1…+罰際 際Ili,、。、)1/2
1げ11・2…一(1げ1|Z・・のt ,,SII、纂 、Hl,,。,)1/2
を ノル ム とす るHilbert空間 にな る。
Hi(9)={f=(、ノ㌦,f2,fs);f`εHi(9),1≦i≦3}
H2(9)={∫=(、ノ∫,f2,fs);f`εH2(9),1≦i≦3}
とす る。
Navier-Stokes方程式 はdivu・Oをみ たす関数空間で考 察す る と都合 が よい。
ぱ ・(Ω)は,ρ に コンパ ク トな台を もち,無 限回連続微分可能 なベ ク トル値 関数 ρ(κ)で
9でdivg(x)=Oを みたす もの全体 とす る。C『。(Ω)の,L2(9)における閉包をHと す る。
Hは,L2(9)か ら導入 された ノルムでHilbert空間にな る。cC。(9)の,ノ ルム
1回レー 同1{㍑ll:ω、)1/2
に よる完備化 をVと す る。 Ω があ る方向 に有界であ る場合 には,VはC訂 。(9)のHi(9)
におけ る閉包 と一致す る。(ボ アン カレの不等式 に よる。e.g.[3])
(,)でHの 内積を,(,)でVの 内積を表おそ う。す なわ ち
3-2
Navier'Stokes方程 式 の 一 近 似
(偽の一喜 ∫。故(x)Vi(x)dx
(⑳ 譲 ∫。{姶{艶 ・
1・1,ll・llで各 々H,vの ノ ル ム を 表 す 。H2(Ω)∩VecH2(Ω)一 ノ ル ム を 入 れ た 空 間 をv,で
表 す 。P"はVの 双 対 空 間,〈,〉 はVとV'と のdualityを 表 す 。
XをBanach空 間 と し て,区 間(0,T)で 定 義 さ れXに 値 を と り,(0,T)で 連 続 な も
の 全 体 をC((0,T);X)で 表 す 。(0,T)で 定 義 さ れXに 値 を と る 関 数f(の で,1げllxが
P乗 可 積 分 な も の 全 体 をLP(0,T:X)で 表 す 。
次 のLemmaた ち は 有 用 で あ る 。 証 明 は 最 後 の 節 で 行 う。
Lemmal.
9はRSの 有 界 領 域,2≦ ク ≦6と す れ ば2の 大 き さ の み に よ る 定 数C(9)が 存 在 し て
[1uIILP(o)≦C(9)lluIlv,VUEV'
が 成 立 つ 。
1.emma2.
ρ の 大 き さ の み に よ る定 数Cが 存 在 し て
1((u・7)v,ω)1≦clulllvl川1ω|レ、,VuεH,VVEV,VωcV、
か つ
((μ・ク)ρ,ω)=一((μ・ク)ω,の
特 に 浜 巧 な ら ぽ
((u・7)v,の=0
が 成 立 っ 。
Lemina3.
9の 大 き さ の み に よ る 定 数Cが 存 在 し て ,
1((u・ク)v,ω)|≦cIlulll[vllllωll,Vtt,v,ωEV
か つ
((u・7)v,ω)=一((u・ク)ω,v)
((u・ク)v,の=0
が 成 立 つ 。
1.emma4.
UEL2(0,T:V)∩L。 。(0,T:H)な ら ぽuεL4(0,T:L3(9))で
エノき 　ノ　
1剛L・(O,T:Le(O))≦cllullXi(0,T:V)IlullL。。(O,T:H)
が 成 立 つ 。 但 しCはUに 依 ら な い 定 数 で あ る 。
§3.問 題 の 定 式 化
方 程 式(E。)に 対 応 し て 次 の 問 題 を 考 え る 。
3-3
(P。)
(1)
(2)
(3)
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力 μ。 が 与 え ら れ た と き
UEL2(0,T:V)∩L。 。(0,T:H)
考 一(u(の・の+(7u(彦)・7v)+((・(`)・ク u(の・の 一<f(t)・'v>)Vv・'v・t>o・
u(0)=u。
をみ たす μ を求め よ。
一 方(E・)に 対応 しそ次の問題(Pδ)を 考え る。
コ
(P・)f,U。 カ〈与 え ら れ た と き
(4)u・L・(0,'T・V)∩L。 。(0,τ・H)
(・)☆(u(り,の+(7u(の,V.v)ナ((u(・.・)・ ・)④ 〃)=〈 ・f(・)・,・〉 ・V…V・t>・.
(6)u(彦)=Uo(の,一 δ<t≦0
を み た す μ を 求 め よ 。 一 ・ ・"・"
Theorem1.
fEL2(0,T:V,)と し
(Ae)UoEC([一 δ,0]:H∩LS(Ω))
を 仮 定 す る 。 こ の と き(P・)の 解Uが 存 在 し 次 の 評 価 式 を み た す 。・'t
(7)
(8)
(9)
。ミ賜1・(り12≦1・ ・(・)12+∫9Hf,のH2v"dt
∫。1・u(`)[・dt≦lu・(・)1・+∫lilf(の11・v'dt
S:ii・・(・)ll・…dt≦C(1・ ・(・)1・+∫9ii・(')[1・v'dの(1+-12艮。|u・(・)12+∫liii(のII2・'dt)
Cは9の みによる定数
この と き δ→
+0と すれぽuδ は問題(P。)(但しu。=u。(0))の解 に収束す る。 しか もuは 次 の評価式 をみ
たす。
(10)
Theoremlで 存 在 を 保 証 さ れ た 解 をuδ と か く。
Thcorem2.`'
fεL2(0,T:の と し,u。 は あ る δ。 に 対 し(Aor。〉 を み た し て い る'とす る 。
(ll)
(12)
這嬰 。1・(・)12≦1・・ 2+SIIIf(t)llゲ・・
∫li7u(の1・・'≦1・|・+∫liif(・)li・〆 ・
∫lll・t(り噺 ≦ ・(1・・1'・4∫IEIf(t)1醐(1鋼・i∫liif(り隅)
§4.Theorem1の 証 明
まず 区間(0,δ]で(Pδ)を 考察す る。(0,δ]ではu(t－δ)は既知で,u・(t－δ)に等 しいか
ら,方 程 式(5)は,u(の につ いて線型 となるgと に注意 し よう。'...
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Stokes作用 素Aの 正 規 直 交 固 有 関 数 系 を,w、,ω2,… とす る 。 す な わ ち
(Aω 」,v)=(ωi,v)==2」(ω,v),VvEV,ゴ=1>2,・ ・・…
(ω`,ωj)=δ1J,i,j=1,2,… …
ω'εV∩H2か つ{Wd}算1はH及 びV}で 完 備 で あ る 。(e.9.[3]2章 §4) 、
(5)を 近 似 す る 次 の 方 程 式 を 考 え よ う。
(u'm(の,ωゴ)+(クUm(彦),クωノ)+((u。('一δ)・ク)Um(彦),ωノ)=〈 ∫(彦),ω,〉,
(13)"」=1,'…,m,0<t≦ δ'
Um(0)=Uom
但 しu。mは ω1,…,ωmに よ っ て 生 成 さ れ る ベ ク トル 空 間[ω1,…,ωm]の 元 で,m→ 。。 の と
きu。(0)にHで 収 束 す る も の とす る 。u。(0)εHで,{ω ゴ}箕1は 完 備 だ か ら,こ の よ う な 列
が とれ る。
9」m(の(ゴ=1,…,m)を ス カ ラ ー値 関 数 と し て
エ
(14)Um(の=i .,g{・(1)ωノ ・.,・ .:
を(13)に 代 入すれ ぽ,g畑(の にっいて次 の常微 分方程式系を得 る。、 、.:.
・ほ){籔二撚(㌘ ㌻ 鷲 ㍗◎ ㎞叫◎ ・妨
仮 定 よ りUoεL8(9),又Iv1,.ωkεVで あ る か ら 、
(16)1((Uo(t－δ)●7)ωk,ωノ)1≦Uuo(t－δ)IILS(o)1[tVklllltVjllLS(o)
≦cllu。(`一δ)llLS(訓ω 髭旧1酬
`'
(ここでLemmalを 用いた。)
仮 定 よ りu。(t)EC([一δ,0]:H∩L3(9))であ るか ら,((Uo(t－δ)・7)WiC,ωゴ)はtに つ いて
連 続で ある。 す なわち(15)の 第一式の9iCm(彦)の係数 はtの 連続関 数 で あ る。 又,右 辺
〈f(t),ω」〉 は仮 定 よ りL2(0,T)の元であ る。 よって(15)を超 関数の意味でみたす連続
エ
関数9tm(t)が一意的 に存在す る(e.9.[2コ)。従bて(13)の 解Um(の=・Σglm(t)ωiの存在
i=1
が 示 せ た 。 特 にUm(t)εC([0,δ]:V)で あ る 。
[0,δ]でUm(の が み た す 評 価 式 を 導 ぴ こ う。(13)に9dm(の を か け て 」 に つ い て 和 を と
れ ぽ
.〈17)(Um,(t),ωm(t))十(17Um(t),P7Um(t))十((Uo(t－δ)●ク)Um(t),Um(t))=<∫(t),Um(t)>
u。εLS(9)∩H,u,nεVで あ る か ら,Lemma3ど 同 様 に し て((u。(t－δ)▽)Um(t);Um(t))=06
ゆ え をこ(17)〈ま
÷ 昔 一|Um(t)1・+1…(の1・一〈f(・)・u・(・)〉
と な る 。 よ っ て
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☆ ⑭1・+・1…(の1・ ≦11f(・)II・v'+ll・・(の11・
従 って
(18)一 ㌃1輪(の|・+1・Um(t)1・≦11f(のII…,・ 〈 ・≦ ・
εについて積分して
(19)1・ ・(t)12+∫:1・・m(t)1・dt≦1…[・+∫:llf(・)il…d…<t≦ ・
従って任意のmに ついて
⑨ 麗ll}≦1…1・+s:11f(t)ll…dt
が 成 立 つ 。u。m→u(Hで)で あ っ た か ら,こ の 右 辺 はmに 無 関 係 な 定 数 で お さ え ら れ る 。 す な
わ ち{Um(t)}1;-iはL。。(O,δ:H)及 びL2(0,δ:V)'の 有 界 集 合 を な す 。
次 に 鋤'(の を 調 べ よ う。 〃 を ち の 任 意 の 元 とす る 。
1((Uo(t－δ)・7)Um(の,の1
=1-((Uo(t－δ)・7)v,Um(り)[
≦cllUo(t_δ)IIL2(o)llvl[v211Um(の1【γ(Lemma2に よ る)
ゆ え に
1[(U。(t－δ)・7)Um(の1|V,ノ≦C1【U。(t－δ)1[,・(O)1[Um(のH.
従 っ て
(21)∫:11(u…)・m(のll2・・'dt≦懐
、1Ue(t-・)[21:il・m(t)ll2・dt
Hか ら[ω ユ,…,IVm]へ の 正 射 影 をPmと す る。UEV,の と き
llPmullv2=)1∠4PmU]IH
=・11PmAullH
≦ 【1∠lul[H=Ilu1レ,
従 っ てPmはV,か らV,へ の 有 界 作 用 素 で あ る 。 双 対 作 用 素PmtはV,'か らV,'へ の 有
界 作 用 素 と な る 。Hで はPm'=Pmに 注 意 す る。
(13)よ り
Umノ(t)=P,nztUm(t)-Pm(u。(t－δ)・7)Um(の+Pmf(t)
右 辺 の 各 項 を 調 べ よ う。
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llPm4Um(t)ilv2'≦clldUm(t)1「v2'
≦cllUm(の1レ
≦cllUm(のllv
llPm(u。(t－δ)・ク)Um(t)llv2'≦cll(u。(t－δ)・7)Um(の1レ2/
11Pmf(りllγ2ノ≦clげ(彦)1レ,'≦cHf(')ll〆
以 上,Cは9の 大 き さ の み に よ る 定 数 で あ るe'
(20),(21)及びfに 関 す る 仮 定fεL2(0,T:V=')よ り
(22)1:ll・'(t)ll・…dt
≦ ・{|刷2+∫:llf(のll2・'dt+
。碧2、1・ ('一・小 ・(の112・dt}
≦ ・(1十sup|Uo(t－δ
0<t<δ)1つ(1…12+∫:Uf(t)112y'd・)
m→ ∞ の とき{u。m}はHでu。(0)に収束す るか ら,{Umt(t)}は,L2(0,δ:V2')の有界列で
ある。以上 の結 果を整理 してお く。
(23)鴎ll竃:1耀竃
次に区間(δ,2δ]で(5)を 考察 しよ う。近似方程式 として次を考え る。 ここでUm(の は前
段で求めた(0,δ]で の方程式(13)の 解で ある。
(24){:∴二1一醐杖⑭輌 ㍗ 蕊)㌫ が
れ
Vm(の=Σ9i.(t)ωiとおけぽ{9im(の}についての次の方程式を得 る。
{=t
②{:::蕊∵ 『 …㍗ご;㌶㌘
前段 よりUm(t)εC(〔0,δコ:V)で あるか らLemma2よ り((Um(t－δ)・7)Wk,ωi)E
C[δ,2δ.]が成立っ。従 って方程式(25)を 超 関数の意味でみたす連続 関数9im(のが一意 的に
存 在す る。ゆ えに(24)の解Vm(の の存在が示せた。特 にVm(のεC(〔δ,2δコ:V)で あ る。
(24)にg加(の をかけて 」 につ いて和を とれぽ
(Vmノ(の,Vm(の)+(7Vm(り,7Vm(の)+((Um(t－δ)・7)Vm(り,Vm(の)=〈f(の,Vm(の>
Lemma3よ り左辺第三項 は0で あ る。 よって
十 寸 一1・(の1・+1・・m(・)1・一〈f(の,Vm(の>
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ゆえに
昔 叫 ・・(の|・+レ ・・(り1・≦1げ(の112・'・ ・<・ ≦ ・・
tにっいて[δ,2δコ上で積分して
(26)1・m(t)1・+∫:1…(t)1・dt≦1・(・)1・+∫iiif(t)11・7'…δ<ε ≦2δ
(20)より1Um(δ)1は,mによらない定数で上か ら評価で きる。'よづそ(26)の 左辺 も・mに
よ ら な い 定 数 で 上 か ら 評 価 で き る 。 』(24)より
(27)Vm'(t)=P"t4vm(t)-1)m(Um(t－δ)・7)Vm(の十Pmf(の,
こ こ で 右 辺 第 二 項 を 前 段 と.同様 に 評 価 し よ う。
δ<t≦2δ
(21)を尊びいたのと同様の計算により
∫:ll(Um(t-・)・v・(・)1[・v・'・・$.e2、2是、]Um(t二・)㈹1・ ・(のli24・
㌍ で.(20)を晒 ぱ.
≦C(IU・・1・+∫:1げ(の‖・・…)∫:"ll・m(のH・dt
(27)よ り
∫i"li…(の1[…'dt
、,『{1、ら ・)li+∫ia[i.f(・)11預!,,z
+・G刷 ・+∫:ll∫(・)11シ・小 。(釧…+∫i"lif(釧瑚
、 ≦ ・1巴・(・)lh+∫i"]lf(・)]12・'d・)4
+C(1U・・1・+∫:llf(・)‖・7 d・)(1・m(・)1・+∫:∂llf(・)ll・〆ゐ)
≦ ・(1+IU・一'1・+∫:llf(・)ll・V・.d・)(|U・mll・∫:bllf(・)|1・〆 ρ ・
ここで竺 は,m!こ依存しない定数である。以上 より次の結論を得る。
(28)∫:∂1⑭ll・vrdt
≦ ・(1+1…1・+∫:llf(・)11・〆d・)(IU・ml・+∫:OIIf(・)U・V・ds)
遠Gi翼翼 講 論 ・
砕 ・吻 を織 して 臨 を次のよ『セこ定義す る・
dim(t)一{i苔覧 曇 、
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この と き
⑰{i;:∴∵∴ 　 ㌫ ㌦
が成立 ち,
{妬}はL。 。(0,2δ:H)の有 界集合
伝m}は'L2(0,2δ:V)の有界集合
{砺'}はL2(0,2δ:巧つ の有 界集合 ・
であ る。δ<t≦2δ の とき(19),(26)より ・
1・lm(の1・+∫:ll・:m(の11・・dt
==1v・(t)1・+∫:ll・m(t)ll・…+S;1[・ (t)Havdt
、
≦1・m(・)1・2+∫lllf(のH・・'dt+∫:1瞬)ll・酩:'
≦|U・・|・+∫:|lf(・)ll・〆dt+∫lilf(')]1・V・dt
よって
(31)⑭1・+∫:ll琢 ・)H・・dt
≦1嗣 ・+∫:llf(の11・〆d… 〈 ・≦2δ .
が成 立つ。砺(の を改めて 輪(の とか く。'
以上 の操 作を有限回行 うことに よ り 〔0,T].上で,'1'
(32){::∵)+(""'(t)'"・W')+((lth("-O)17)U.(i)≧㌢蕊 惣
をみたす 輪(の'を構成することが出来る。.又,
(・3)「・・(り1・+∫:11・m(の11・v'dt≦:1…1・+∫:11f(1)1瞬∴ .・<Kτ'1.
が 成 立 つ 。'
次 にUmt(の に つ い て の 評 価 を 尊 び こ う。Pmを 用 い て(32)よ り
Um'(の=Pm「iUm(彦)-Pm(Um(t－δ)・7)Um(の+Pmpf(t)
こ こ で,(22),(28)を 導 び い た の と同 様 に し て
llPmdu,n(t)llv,'≦cilUm(t)[lv'
llPm(Um(t-・・δ)・7)Um(彦)llγ,'≦qllU.(t－δ)[IHI[Um(の1レ
が 成 立 つ 。 よ っ て
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∫lll・・'(t)11・…dt
≦c∫lll・・(のll2・dt+・段
。1・(・一・)1萄1・(t)ll2・dt+c∫liif(t)112v'dt
≦ ・(1嗣 ・+∫liげ(・)ll・〆 ・')
+哩 艮
。1・・(')12+嗣2+∫9"f(')112・'dの(1…12+∫9Hf,りll㌢・の
+c∫:Ilf(t)II・v・dt
以上より次の結果が得 られる。
(・4)∫li[…(り1|・…dt
≦ ・(1+
-12P.。1・・(の12+1…12+∫9[[f(1)1[2y'dt)(]…12+Sliif(のll2v'dt)
㈹{i鷲難:霧霧竃
Umが(Pδ)の 解に収束す る ことを次に調べ よ う。
CompactnessTheorem
Bo,B,,BはBanach空間で次 の条件=
Bo⊂B⊂B、,各 埋込み は連続
B。,B、はrcflexive
Bo⊂Bの 埋込み はcompact
をみたす もの とす る。1<P。,P,<+。。 として
V・={VELP。(0,T:Bo);v,EL?'(0,T:B、)}
とWを 定 義すれば ψ ⊂LPo(0,T:B)で埋込み はcompactであ る。
証 明は[4コ をみられたい。
この 定理 をP。=Pi=2,B。=V,B、=巧',B=Hとして適用すれぽ,{Um}は ・Wの 有界集合
を なす か ら,L2(0,T:H)で強収束す る よ うな部 分列 を選 ぶ ことがで きる。それを再び{Um}
で表 し,極 限 を μ とすれば,次 の収束 が成 立つ。
(36)Um→u
(37)Um→u
(38)Um→u
(39)Umノ →u'
一 δ〈t<0で はu(の=Uo(のとお く。
を示そ う。
stronglyinL2(0,T:H)
a.e.on(0,T)×9
weaklyinL2(0,T:の
weakly*inL。(0,T:H)
wcaklyinL2(0,T:V,')
こ の よ う に し て 得 ら れ たttが(P・)の 解 で あ る こ と
3-10
Navier・Stokes方程 式 の 一 近 似
(37),(38)より,uは(4)を み た す 。
vをV,の 任 意 の 元,g(t)をC。 。。([0,T))の任 意 の 元 とす れ ば(39)よ り
Sl(Umt(t),・(のの虚 言 ∫1(ut(t)・・(のv)dt
又,(37)よ り
∫1(u・(の・9'(t)v)直=∫1(u(t)・9'(ののdt
ゆえに
,∫ ㌶(u・(の ・¢(t)・)dt-∫1昔一(u(t),s・(t)・)dt
9(T)=0よ り
一(Um(0),g(0)v)一→ 一(u(0),ρ(0)v)
よ っ て
Um(0)一→u(0)weaklyinV,'
um(0)=u。m,u。m-→u。(0)inHで あ っ た か らu(0)=u。(0)が 成 立 っ 。 一 δ〈t<0でu(の
=u。(t)であ っ た か ら,一 δ〈t≦0でu(t)=u。(t)が 成 立,す な わ ち(6)が 成 立 つ 。
次 に(5)を 示 そ う。P(t)εC。。。(0,T)と す る 。(32)よ り
∫1(u・'(・),9・)(t)ω・)dt+∫1(7・・(の,・(の7ωf)dt+ll((u・(t－δ)・7)Um(t),P(t)ωi)dt
-∫1<f(・)・s・,(の・・>dt・1≦ 」 ≦m
ゴ を固定 してm→ 。。 としよ う。
(39)より
∫1(Umt(り,P(のωd)dt-∫1(ut(の・9(t)Wd)dt
(37)より
∫1(7・・(の・9(り7ω・)dt--Sl(7u(り・9(のクω・)dt
次に
∫1((u・(t－δ)'1・)・・(t)・9(t)・j)dt-一∫1((u(t－δ)・7)u(・)・P(t)ω・ dt
を示 そ う。Lemma2を 用 いて,
ll((u・(t－δ)・ア)u・(彦),ω・)9(t)dt-∫1((u(t－δ)・ク)・(t),ω加(t)dt
-一 ∫1(Um(t－δ)・7・」・・m(の)9(のdt+∫1(u(t－δ)・7・i,u('))P(')dt
-一 ∫1((u・(t－δ)-u(t－δ))・'zv・…(の)s・,(・)dt
-∫1(u(t－δ)・7・V・…(t)-u(の)9(・)dt
=1,十12
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i・ 1≦ ∫ll・(t-・)-u(t-・川 ω・ll・・|1・・(・)11・1・P(の協'
≦(∫li・(t-・)一・(t-・)1・dt)℃ll・・(の助1乃1剛 晦 ・upl・(t)1
-→0(m→oo)((36) ,(37)に よ る)
11・1≦∫liiu(t－δ)旧17・V・lll・・(の－u(t)II9・(の14
≦(lliiu(t-・)州'/2(∫,・1・.(・)一㊥ ♂ らllω、1』・・P1,(t)1
→0(m→oo)((36)よ り)
以上 よ り,μ(りは次式をみ たす 。
∫1(ut(の,・(の・働 ∫1(・u(の・・(の・ω・)4t
+∫1((u(t－δ)・7)u(t)・SD(t)W」)dt-∫1〈f(t),s・,(t)ωd>dt,・w'.
9(のはC。。。(0,T)の任意 の元 であ るか ら
(ut(t),ωj)+(7u(の,7ω1)+((u(t－δ)・7)u(i),初)=<f(t),'ibj>;Vゴ
{ω」}はV'で 完備であ った か ら/∀ ・rγ に対 し(5)が 成立つ。 よっそ .μ.は(孔)の解であ
る。(33)よ り(7),(8)が,(34)1より(9)が 従 う。(u。in■u。(o)ihHだか ら]砺 司 は
suplu。(t)1でお き か え て よ い 。)よ6で ・Theorem1は 証 明 .され た 。一δ<t<0
§5・Theorem2の 証 明
Theoremlの 解 をu。 で 表 す 。u。(t),f(t)は共 通 で あ る か ら,"(7),(8),(9)よ・り次 が 成
立 つ 。
(40){Uo(り}δ>oは,L。 。(0,T:H)の 有 界 集 合
(41){Ub(の}δ>oはL2(0,T:V)の 有 界 集 合
(42){u'δ(の}δ>oはL2(0,T:V,')の 有 界 集 合
(41),(42)よ り,CompactnessTheoremを 適 用 す る こ とが で き て,次 の 各 収 束 が 成 立
つ よ う な 点 列 δv→0(り→ 。。)を 選 ぶ こ と が で き る 。Uv=u"Pとか く こ と に す る 。
(43)Uv-→u
(44)u－ →u
(45)Uv-→u
(46)uノ ー →uノ
stronglyinL2(0,T:H)
a.c.on(0,T)× Ω
weaklyinL2(0,T:の
weakly*inL。(0,T:H)
weaklyinL2(0,T:V,')
この よ うに して得 られた極 限が(P。)の 解であ ることを次 に示そ う。(44),(45)よりuは
(1)をみ たす 。(44),(46)を用 いれ ば,Theoremlと同様 に,uv(0)→u(0)WeaklyinV,'
を示す ことがで きる。 よって(3)u(0)=u。が成立 つ。
(2)が成 立つ ことを次に示そ う。(5),(6)より,」 を任意の 自然数 として,"
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(μノ(t),ω」)+(7Uv(t),クωノ)十((u。(t－δv)V)u。,ω」)=〈f(の,ω 」〉,t>O
Uv(t)=u。(の,一 δv<t≦0
が 成 立 つ 。 第 一 式 に,C。 。。(0,T)の 任 意 の 元 ρ(の を か け てtに つ い て 積 分 す れ ば
(47)∫1(u・t(t)・・(t)Wi)dt+∫1(7・・(t),・(t)ω・)・+∫
,T((u・(・一・v)・)Uv(の,・・,(・)w・)dt
-∫1<f(の,9(t)心 血
.'
り→ ∞ とす る とき,左 辺第三項 以外の収束は容易であ る。Lemma2を 用いれば
∫1((Uv(彦一 δの・7)Uv(彦)・9(t)・・ dt-一∫1((Uv(t-6v)・7)w・,・・('))9(彦)∂・
従って
(48)
1∫1((Uv(・-Sv)・7)Uv(の・9(のω・)dt-∫1((・(・)ワ)・(・),9(の・・)∋
-1∫1{((Uv(・-6v)・7)ω… 」(の)一((・(の・ク)ω・,u(の)}9(りd・1
≦1∫1(((Uv(・-6v)一・(・))・ク)ω・ ・(・))9(・)d・1
+1∫1((u・(t-6u)・7)・Uv(・)一・('))9(・),・1
=1、十lz .l
t<0でu(t)=u。(の とuを 拡 張 し て お け ぽ
∫11・(・-6v)一・(・-6v)1・正 ∫rご1仇(')一・(・)1・d・一 ∫。'"6"t・,(の一 ・(・)1・dt
こ れ は(43)よ り,り → 。。 の と き0に 収 束 す る。UEL2(0,T:H)だ か ら
∫liu(t-・v)-u(・)|・dt-・(・一 ・・)
従 っ て',一
(∫1|Uv(t-・))一(の叫1/2
≦(∫』 一・の－u(t-・の1・dt)1/2+(∫liu(t-・の－u(・)1叫1/∵-t'・(vrep)
ゆえに
国 ≦(∫ll・(・一・v)-u(`)]・dt)1/2(∫ll輌(の1・9(の⇒1/2-・(・ 一 ・・)
一 方
|1、】≦Ilu、(t－δ,)7ωdP(')llL・(o,in、H)|1u、-ullL・(o,T、H)
SUPP9⊂(0,T)だ か ら,あ るa>0が 存 在 し て,9(t)≡0,t〈aで あ る;v。 を 十 分 大 き く,
δ・。<α が 成 立 っ よ う に と る 。 り ≧ り。 の と き
11u、(君一 δ。)・クω〆9(の112L・(o,τ・H)
=1[u、(t－δ。)・7ωゴ¢(の1|2L・(。,T、11)
一 ∫ll・(・一 ・の ・・ω・1・9(t)・dt
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≦ ∫Z・(t)・11・・v・ll・L・(・ll・・(t-・v)ll・LS…dt(H61de「 の 不 等 式)
≦ ・|剛 ・・,ilg(の・llUv(t-・v)|1・が1・・dt
≦cllωAl2v,1ゆll2L・(a,τ)llU.li2L`(。一δ・,T-一δv・L・(9))
こ こ でa－ δ、>0,又,u。 εL2(0,T:V)∩L。 。(0,ア:H)だ か らLemma4よ り
llu.11v(a_δv,T_δv:La(の)
≦ll副L、(o,T,LS(n))≦dl仇ll㌫T、v)llμ,ll㌫(o,T,H)
≦ ・(lu・1・+∫1"f(釧・γ'助
従 ってv→ 。。の とき1、→0。ゆえに(48)左辺 は0に 収束す る。すなわちC。。。(0,T)の任意
の'元9(り,任 意の 」=1,2,…に対 し
(49)∫1(ur(り,・(t)ω・)dt・∫1(7u(の,7…(t))dt+∫1((u(・)・7)u(の・・(・)・)dt
-il<f(の ・se)(t)Wf>dt
ρ(り は任意 であるか ら
(uノ(の,ω」)+(7u(の,7ωゴ)十((u(の・7)u(の,ωゴ)=〈f(の,ωノ〉,Vゴ
{ω」}はVで 完備で あるか ら,VvεVに 対 して(2)が 成立つ。uが(10),(ll),(12)をみ
たす こ とは,(43)～(46)より明 らかであ る。 よってTheorem2は 証 明 された。
§6.Lemmaの 証明
証 明は[3コ,[4],[5]等にあるが,読 者の便宜のた めに,こ こに まとめてお く。
Lemmalの 証明
眠C『 。(9)とす る。uの 各成分はC『(9)の 元だか ら,ソ ボレフの定理(e.g.[1])によ り
uεLρ(9),2≦P≦6で,
11ulrLp(o)≦c「剛H・(n)
ここで ボア ンカレの不等式を用 いれば
lluilH・(の≦cllullv
但 し,い ずれのCもUに 依存 しない定 数である。 よって
llullLp(ρ)≦cUullv,2≦ク≦6
(】『。(9)はVで 稿 密で あるか らLemmalは 証明 された。
Lemma2の 証 明
U,朕C『。(9),ωεV,とす る。
((u・v)v・w)一、皇 ∫。・・畿 ω・4・
一一嘉1
。☆(u・Wi)v・dx
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一 一
、享 、∫。(∂u/1∂ ω`∂XiωiV`TUf∂xゴv`)dx
ニ ー((μ▽)ω ,の
(こ こ で,divu=0,ω は ∂9上 で0を 用 い た 。)ゆ え に
1((u・7)v,ω)1=1-((u・ク)ω,の1
≦cllullv(のll7wllv(o)1剛L・(D)
≦cllu|1乙・(ρ)llωll・,llvllv
(こ こでLemmalを 用 い た 。)
C『。(9)はH,Vで 稠 密 だ か らLemma2を 得 る 。
Lemma3の 証 明
u,v,ωεCoe,e。(9)とす る 。Lemma2と 同 様 に し て
1((u・ク)・,ω)1≦6ML・(訓 ω1|L・(Ω)H四llL・(ρ)
≦cllullvllwllvllvilγ
ぱ 。(9)はVで 稠 密 だ か ら,Lemma3を 得 る 。
Lemma4の 証 明
UEL2(0,T=V)∩L。。(0,7▼:H)と す る 。Lcmmalよ りV⊂LS(9)で あ る 。
∫。1吻)1・dx≦(∫ 。IU(X,t)1・d・)'/2(∫。|⑭)随)1/2
≦{(∫.1・(・・t)1・d・)1/2(∫.1・(・,t)1・d・)1/2}1/2(∫.1・(・,t)1・d・)t/2
-(∫
.1・(・・t)州1/`(∫.lu(・,の】・d・)s/'
よって
ilu(彦)ll。・(。)≦liu(のll必2(。)11u(のll芸2
≦ ‖u(の1戯ρ)1剛芦(仇 ア,H)
ゆえに
∫1[iu(t)ll・L・(・・dt≦∫。Uull・L・…,T・H・llu(t)li・L6(・・dt
≦ ・|1・112L…一 ・∫lii・(剤・・dt
=61國12L。・(0,T・H)11ull2L・(0,T,γ)
よって
llullL・(o,T・L・(ρ))≦cllullt/2L・・(o,ア・H)]lul'/2L・(o,T,γ)
注意
一般・・9⊂Rワ 物 とき －iid=:-lt-'ES
.Trs・ク ・・対 しL・mm・ ・ の仮定の も とで
uεL4(0,T:(LP(9))n)が成 立 つ(〔4⊃ 。
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